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論文内容の要旨
一般逆行列の理論と応用について1960年代後半より多くの論文が書かれているが、本論文において
再構成した著者の既発表論文における貢献は以下に要約するとおりである。
まず基礎的な接近法として、絶えず一般逆行列と射影との関係を意識した。射影作用素は座標系に
依存しない、より基本的な概念であるが、諸応用においては必ずーっの座標系から出発して解析する
ため行列を道具として用いることとなる。したがって行列に関する諸結果を代数演算のための公式の
羅列に了らせないためには、より上位の概念との関係を明らかにすべきである。ここでは、それが一
般逆行列と射影との対応である。ただし正射影だけではなく、斜射影、擬射影との関係を論ずること
となる。
ある行列の一般逆行列は一意ではなく、それらはいくつかの型に分けられる。その分類の中で重要
なのは方程式論の立場からのものである。一般逆行列は、 l 型(least squares) 、 m型 (minimum norm) 、
r 型 (reflexive) の 3 付帯条件を満たすか否かによって2 3個の族に分類される。この各族を射影との関
連、および特異値分解に基いて完全に特徴づけ、これらの構造を明らかにした。 l-m型の存在とその
役割を示したこと、分類に際しての双対性の強調も成果である。(第 1 ， 2 節)
正方行列が指数 1 をもっ場合には美しい結果が成り立つ。元の行列と可換な一般逆行列が主題であ
るが、より基本的な値域可換 (μ 型)および同値関係可換 (λ 型)一般逆行列を導入した。これらと m
型、 l 型一般逆行列との聞には類似関係があり、特に EPr行列では、 μ 型と m型、 λ 型と l 型とが一致
する。(第 3 節)
一般逆行列は方程式を解くという観点から有効な概念であるが、目的が異なれば当然別種の逆の導
入が考えられる。正則な行列とその逆行列の固有値・固有ベクトルについての関係を保つものとして
指数 k の正方行列についての東屋一 Drazin逆行列と呼ばれるものをとりあげる。再びある射影行列を
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道具として完全な特徴づけを行い、一般の環または半群にたいしての定義が行列の場合には冗長で、あ
ることを示す。(第 4 節)
一般逆行列の理論の発展に刺戟を与えたのは統計学、特に線形回帰理論への応用である。分散共分
散行列が正則な場合には一般逆行列が特に有用であり、古典的な Gauss- Markov定理の本質が、実は
l 型、 m型一般逆行列聞の双対性で、あることが示される。残念なことに、これを分散共分散行列が半正
定符号の場合にそのまま拡張することはできないが、擬射影の概念を用いて、かなりまとまった結果
が得られる。(第 5 節)
数値アルゴリズム開発のため実行列の、Moore- Penrose逆行列の場合を詳細に検討した。まず直接
法については、行列をより正則な行列の積に分解することが本質的で、あり、そのためには線形計算の
伝統的なアルゴリズムが役立つ。一方反復法は有力と考えられながら、実は内在的な困難を伴う。な
お、数値的検討のためには、与えられた特異値をもっ試験行列を生成する技巧が役に立つ。(第 6 節)
一般逆の概念は行列以外にも導入できるがもっとも一般的に任意の写像に拡張しでも一般逆行列で
の結果がある程度成り立つ。特に可換一般逆行列についての議論をこの場合に拡張で、きる。(第 7 節)
論文の審査結果の要旨
本論文は著者の既発表論文数篇を再構成したものであり、一般逆行列の理論に対する著者の貢献は
まず一般逆行列の分類である。 1 ， m , r の 3 条件によって分類された2 3個の族のむのおのを射影および
特異値分解に基づいて特徴づけ、特に双対性を強調した。第 2 に指数 1 をもっ正方行列について μ ，
y 型の 2 つの条件を導入し、これと m， 1 型との関連を明らかにした。第 3 に指数 k の正方行列につい
ての東屋ー Drazin逆行列の特徴づ、けを行ない、定義の条件の冗長性を指摘した。第 4'こ統計学におけ
る線形回帰理論への応用を試み、 Gauss-Markov定理を 1 ， m型一般逆行列の双対性から導いた。第 5
に一般逆行列を計算するための諸種の数値アルゴリズムの性能を比較検討し、直接法において行列を
より正則な行列の積に分解する方法の有用性と、反復法に内在する困難を指摘した。最後に一般逆の
概念をさらに一般な任意の写像に拡張し、行列の場合の性質がかなりの範囲に成立つことを示した。
これらの結果は一般逆行列の理論に対する重要な貢献であって、学位論文として価値あるものと認
める。
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